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TEORIA DAS TENSOES

1. Introducao

1.1 Definicao de Tensao

O conceito de tensdo se origina do conceito elementar de pressdo, como, por exemplo,
a hidrostatica que consiste numa for¢a normal por unidade de 4rea. Por tensdo, entende-se
uma extensdo dessa idéia para os casos em que a forca por unidade de drea pode ndo ser,
necessariamente, normal.

Como ilustracdo do conceito de tensdo, considera-se um corpo sdlido, em equilibrio,
sujeito a um certo nimero de acdes (forcas externas), conforme a Fig. 1.
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Fig. 1 - S6lido em equilibrio

Isolando-se uma parte deste soélido, conforme a Fig. 2, o equilibrio é garantido pelo
principio da acdo e reacdo (Lei de Newton), por se tratar de uma parte de um sélido em

equilibrio.
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Fig. 2 - Ac¢do e reagdo no sélido




De maneira geral, pode-se dizer que uma area elementar dS é responsdvel por uma
parcela dF daquelas forgas transmitidas (ag¢do e reag¢do). Na Fig. 3 é mostrada a parcela dF
segundo suas componentes nos eixos X, y, z, com "origem" no centro da drea do elemento dS.
O sistema Oxyz € cartesiano.
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Fig. 3 - Decomposig¢ao de forga

Dividindo-se as componentes da for¢a pela area elementar dS, definem-se as seguintes
grandezas:

o. =lm dFz
z das 5 o dS

— lim dFx
Tox =74 - o dS (1)

&Y dS - ¢ dS

como pode ser ilustrada na figura 4.
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Fig.4 - Tensdes num sistema de referéncia.



Convém observar que, as defini¢des expressas por (1) sdo colocadas na forma de um
processo limite, e essa colocacdo parte da suposi¢cdo da existéncia de continuidade do corpo
s6lido. Outro fato é que dF pode variar de direcdo e de sentido ao longo da area S, porém, na
passagem ao limite tais caracteristicas ficam definidas no ponto em consideragdo
(continuidade).

A grandeza o, ¢ chamada tensdo normal e as grandezas T, € Tz, sdo chamadas

tensOes tangenciais (cisalhantes). Nota-se que nestas grandezas os indices tem o seguinte
significado:

Tjj onde,

i = indica o plano normal (tensdo normal)
j = indica o eixo (sentido) da tensdo tangencial.

2. Estado simples ou linear das tensoes

Considerando-se, agora, uma barra sem peso tracionada por uma forca axial F igual ;
A, conforme a fig. 5.

e

Fig. 5 - Barra tracionada

Numa seg¢do transversal genérica 1—2 aparecem tensdes normais G, necessarias para

manter o equilibrio. Num corte obliquo a, 1— 3, temos a seguinte situagao:
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Fig. 6 - Tensdes num corte obliquo.



Na secdo 1—2 temos que a forca 6 A; (equilibrio) deve ser igual a forca interna

agindo em 1- 3. Interessante observar que a drea vale, agora A/cos .

Pode-se, também, exprimir a tensdo na se¢do 1—3 pelas componentes normal G e a
componente tangencial T, como mostra a fig. 7.

Fig. 7 - Componentes de tensao

Aplicando-se a condi¢do de equilibrio: somatério das forcas igual a zero e
considerando-se os eixos das fig. 7 b) tem-se:

€iXxo0 X-X :
_ oA
G1A COS o= o
G =0 cos? o
como:
cos2 o— sen2 o = COSs20
c.
cos2 o+ sen2 o=1
vem:
2c0s? o, = 1+ cos2a
C052 o = 1+c<23520c



e dai:
1+Ccos 2o

G=01""%5 @D
eixo y-y :
c1A seno =1 CO‘;OL — T=07Senacosa
COmo: seno cos, = sen20l vem:
1= 0% (Im)

Estas duas férmulas ddo a variagdo das componentes de tensdo em funcio da posicdo
do plano de corte (1-3).

Estas férmulas permitem uma representacdo grafica muito util, chamada circulo de
Mohr (1895), apresentadas a seguir.

2.1 Representacao Grafica do Estado simples de tensao - Circulo de Mohr.

Um estudo simples mostra que as equagdes I e II representam uma circunferéncia
escrita na forma paramétrica (ou seja, em funcdo de o). Assim:

6 = o 1+c8520c
1=0, seg 20
podem serem escritas da seguinte maneira:
O] Cos2a 01 _ _ cos2a

GZ?-FG] 2 —)G—?—G] ”

1=0 sengc

Elevando-se ao quadrado e somando-se tem:

61)2

(6—7 +12 = (%)2 (c:os2 20+ sen? 20

(o) (o)
(6-3)% +7% =(3)? (1)
2 2
Comparando-se esta equagdo com a da circunferéncia, escrita num sistema de eixos

(7,0) resulta:

(6-a)? +12 =p2



sendo: a e b constantes que representam a posi¢do do centro da circunferéncia e o raio,
respectivamente, resulta:

_0 _9
a=73 b=

. a c . © .
Desta forma, tem-se uma circunferéncia de ordenadas (71, 0) e o raio 7], cuja

representa¢do num sistema de eixo Te ¢ fica:
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Fig. 8 - Representacdo de tensdes através do Circulo de Mohr

Desta forma andloga, para um ponto genérico T tem-se T(o, T), onde a abcissa

corresponde a tensdo ¢ e a ordenada a tensdo <.
Podemos, entdo, tirar importantes conclusdes relativas ao estado de tensdo em um
ponto.

1. A maior tensdo normal possivel é 6, para o = 0;

2. A maior tensdo tangencial possivel € 6, e ocorre quando o = + 45°

. , ()
3. Oraio do circulo vale Ty = 7]

3. Estado Duplo ou Plano de Tensoes

Considera-se, agora, um estado de tensdo mais geral num elemento onde nio sé atua
tensdo normal em uma direcdo mas em duas dire¢des. Tal situagcdo é conhecida como tensdes
biaxiais. Distinguindo-se, assim da tensao em uma direc¢do, ou uniaxial.



As tensOes biaxiais aparecem em andlise de vigas, eixos, chapas etc. No momento, o
interesse € determinar as tensdes normais e tangenciais num dado plano de um estado de
tensao.

Seja, entdo, uma chapa retangular com espessura unitiria com tensdes normais e
tangenciais atuando sob esta chapa com uma convencao de sinais definida seguindo a Fig. 9
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Fig. 9 - Tensdes no estado Plano
Tensao Normal:
6 >0 — TRACAO
6 <0 — COMPRESSAO

Tensao Tangencial:

Escolhe-se uma face, se ¢ for de tracdo e concordar com o €ixo X ou y para ser
positivo. Caso ¢ seja de compressdo e concordar com 0 €iX0 X ou y, T para ser positivo, terd
de discordar do sentido positivo de x ou de y.

De um modo geral, o objetivo do estudo é obter as tensdes normais e/ou tangenciais
em um plano genérico que corta a chapa numa direcdo qualquer.

Graficamente temos:
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Fig. 10 - Tensdes no estado Plano
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Fig. 11 - Tensdes no estado plano

Obs: Teorema de Cauchy: este teorema garante a igualdade de tensdes tangenciais em planos
normais entre si. Assim por equilibrio de momentos no C.G. da chapa

(Txydy.l)dXx = (tyxdX.])dy
Txy = Tyx

Analisando agora o equilibrio de forcas na regido ABC, pela transformagdo das
tensdes atuantes em forgas temos a seguinte situacao:

fo =0 0.dA= 0. dA cos@cosf+7, dA x

X seno cose+csy dA senBsenb



0. dA=0, dAcos’@+0, dA sen”+1 dA sen26
ou:
P 2 2
Gx =0y COS“ 0+0y sen” 6+ Ty, sen2

ou:

EX _ Gx(l+00529)+6y(1 C0529)+Txy sen?2o

e finalmente:

— Oxto
ox=( x2 y)+( ox” y)cos2t9+z' sen 26
Analogamente:

ZIEy:O—ﬁxydA cosfcosb—oy dA cosbsenb+oc, dA senBcosd -1y, dA senbcos

ou:
p _ 2 2 2 2
TxydA=-0, dASNZ0 + 5 dASNZE 47, (cOsO” —send)

ou:

- o
Txy = y2 sen 26 + 7, cos 260

Estas equacOes sdo as expressdes gerais para tensdo normal e tangencial,
respectivamente, em qualquer plano definido pelo angulo O e provocadas por um elenco de
tensoes conhecidas.

Essas equagdes também podem ser retratadas como as expressdes de transformagao de

tensdao de um conjunto de eixos coordenados a outro (no caso (x.y) para (X e V).
Sinteticamente: conhece-se Gy, Gy € Ty, € se quer:

O-x,o-y e 'Z-xy

Para o cdlculo de o utiliza-se o angulo:

10
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Fig. 12 - Tenséo (_sy
o= 0+ 90° substituindo-se na equagdo de o X -
Assim:
Gy =Gy COs?(8+90°) + 6, sen?(8 + 90°) + Ty, sen2(6 + 90°)
ou

_ 2 2
Gy =0y Sen“6+06, COs” 01y, sen26

e finalmente:

— _ Oxtoy N (oy+oy)

Oy=—> 50820 — 7,y sen26

Pode-se colocar as expressdes de transformacdo de coordenadas na forma matricial,
escrevendo:

[6]=[M] [o] [M]"

onde:

11



Ox Txy Ox Txy
ol=| 2
Txy Oy

cosO seno
M] = —send coso

sendo [M] a matriz de transformacio e [M]T a sua transposta.

4. Tensoes Principais

Freqiientemente, no estudo das tensdes, o interesse estd voltado para a determinacao da
maior e da menor tensdo, dadas pelas expressoes de Gy, Gy € Txy (caso plano) e, também,

em que planos ocorrem tais tensoes.
Para isto se faz:

- O0y—0
Txy =0— y2 xsen26+fxy0052€:0
27y
— Y
1820, = a0y

ou:

dox _g_y 2PN 062042 1y sen20=0

doe 2
27
1926, =—>
Ox—0y
assim concluimos que:
0; = € o0 angulo que determina qual o plano onde atuam as tensdes maximas.
20 = pode ser dois valores e estes se defasam de 180 °. Num certo valor de 0'; atua

a maxima tensdo normal e noutro valor 0", defasado de 90 ° atua a minima tensdo normal.
Para saber qual o plano em que atua uma determinada tensdo, por exemplo G, , basta substituir
Oxt+0y  Ox—0y
2 2
comparar com G € Gy, se der o x = o entdo 0, indica o plano de G, .
Para 6; que determina as mdximas tensdes normais as tensdes tangenciais sao nulas.

na férmula o = cos26 + 7, sen 28, o valor de 0 por 0, e determinar o c ¢

12



Os planos em que atuam as maximas tensdes sdo chamados de planos principais de
tensdo e as tensdes maximas sdo chamadas tensdes principais.

Anadlise Gréfica de tg 0,

T
a
B
G+ G, G- G,
2 2
Fig. 13 - Andlise gréfica de tg 6,
Assim:

JUdo, —0,) +1,2 =4

xy — ™y

sen20', =—sen20', = ;

= =
\/(1/4(cx—cy)2+12xy

, , 1/2(cx—0vy) 1/2(cx—0vy)
c0s20'=—c0s20'= B ) =2
\/(1/4(cx—cy)2+12xy

r

substituindo-se em

—  Oxt0y  0x—0y
Ox=——F—+—75 cos 26 + 7y, sen 26

vem:

_ Gx+0y  Gx—Gy | (Ox—Gy) " Txy (TXY)
7 2 2 2 r r

_ Ox+Gy | Ox—Oy.2 szy
X _T-l_?(T) =

13



o, —O o, —O
X VN2 29 _ X Y\2 2

onde:
r= \/(—GX % ) + Ty
2

daf:

— _ Oxtoy + (O'x—O'y)z 2

Ox=—7F—1% \ 5 +T%xy

Séo as tensdes principais.

e:

— O - tensdo maxima
X 0> - tensdo minima

5. Tens6es maximas de cisalhamento (ou tangenciais)

Fazendo-se um estudo andlogo ao das tensdes principais, a tensdo tangencial em
qualquer plano 6 ¢é dada por:

- Oy—0
Ty = yz = sen 26 + 7, cos 260

. dt
se fizermos: d—zy =0 temos que:

assim 0, indica qual plano a tensdo tangencial ¢ mdxima ou minima.
Concluimos, desse modo que:

20, tem dois valores e chamando de 0'; € 0", , estes valores estdo defasados de 90 °.

Comparando-se tg 20, , e tg 26, temos que:

fg—;‘e] = 1920, — cotg28, = —1g20,

14



dai: 20, e 20, diferem de 90 °.

Assim os planos de médxima tensdo tangencial estdo a 45 ° dos planos principais de

tensao.
Lcotgo
toga
o
(5
“toee

Fig. 14 - Tensdes méaximas de cisalhamento.

_ [ox—oy)

2wy M XY tem-se:

substituindo-se 1g20, =

RN i
=5 Hxy)

Dessa forma a maxima tensdo tangencial difere da minima apenas pelo sinal. Do ponto de
vista fisico esses sinais ndo tem significado e por esta razdo a maior tensdo tangencial serd

chamada de tensdo maxima tangencial ou de cisalhamento.

Ao contrério das tensdes principais, para as quais ndo existem tensdes de cisalhamento
(tangenciais), as maximas tensdes de cisalhamento atuam em planos ndo livres de tensdes

normais.

Tomando-se a equacao:

— Ox+0 Ox—O0
Ox= x2 Y x2 ycos20+z'xy sen 260

e aplicando

15



Fig. 15 - Andlise grafica de tensdes normais e tangenciais

Assim:
A (ox—oy)® . 2
OA="75"—+1°xy = Jr
sen20, = i@/ﬁ C0s20, = i%/\ﬁ
- OX+0y , Ox—0y Xy ox—0oy
Ox= + Tt Ty —
A I RN L W
temos:
- (O-x+o-y) ~ .
Oox =————, tensoes normais.

2

Obsl: Determinac@o de T €m T,y tem-se que:

- —OX (OX—
TxyzoyT( 2Oy)_ny oy -

— 2
Txy =_(ox;oy) INT+ 723y 1r

2

S Txy = \/7 +'Z'2xy]

16



Se:

- —ov)2
ﬁ.r =Jr o> wy = +\/—(GX2(W) + Xy 2

Obs2: Se 6; e G, sdo tensdes principais entio:

01 -0 =

2 2
o,+0 (oy—0y) o,+0 (ox—0y)

6. Exemplo n2 1

Um elemento esté sujeito as seguintes tensdes planas:
6, = 160 kN/cm? , Gy, =60 kN/cm? e Txy = 40 kN/cm? , como mostra a figura:

Y
:
.
e
L —
I
0 X

Fig. 16 - Estado de tens@o no elemento.
Calcular:
a) as tensdes e os planos principais
b) as tensdes que atuam no elemento a 45 °
¢) as tensdes maximas de cisalhamento

Mostrar cada resultado em um diagrama.

SOLUCAO: Em primeiro lugar suponhamos ser este elemento de uma chapa ou de uma
viga para um melhor entendimento.

17



a) Defini¢do dos planos principais:

27Xy
oX—oYy’

Utilizando-se de: 1920 = resulta que:

_ 2.40 _ 9]':]90 20'
1920, = T60-60 = 0.80 %9]"21090 20

Tensdes Principais
— 2 2
Gx =0y COS“0+0, senB” + 1y, sen26

1)
0=07=19°" 20'
ox =160 cos?(19° 20')+60 sen?(19°20')+40 sen(2 x 19°20')
ox =174,0 kN/cm?

2)
0=0,"=109° 20'
ox =160 cos2(109°20')+ 60 sen?2(109°20')+ 40 sen(2x109°20)
oy =4596 kN/cm?
Conclusao:

o1 = 174,0 kn/cm?
6, = 45,96 kn/cm”

ur]
L
=

g5=19"20"

=

Fig. 17 - Tensoes e diregdes principais

18



b) as tensdes no elemento a 45 °
Utilizando-se a mesma expressao de a)

bl) para 6 = 45°
Oy =160 cos? 45° +60 sen? 45° +40 sen 2x45°

oy =150 kN/cm?

para 0 = 135°
6y =160 c0s?135° +60 sen?135° +40 sen 2x135°
0y =70 kN/cm?
b2) Exy = Gy;sx sen 26 + T, COs26
com 6 = 45°
;xy =—60_2160 =50 kN/Cl’I’L2
Esquematicamente:
70
y 150
o 50
Y
50
\ 50 _
e o X
150
70
]
B=45°
X
0

Fig. 18 - Tensoes a 45°
c¢) Tensdes maximas cisalhantes (tangenciais)

_ (ox—oy) _ _(160-60) _
g 202= 7 20 = LT = 1,25

19



dai:
26, =128°40'— 6'5 = 64°20'> 6"y =154°20'
05 =160 cos?64°20' + 60 sen?64°20' + 40 sen2 x 64°20'
~.0x =110 kN/cm?

oy =110 kN/cm?

Tyy =000 5en 128°40° + 7

> xy COs 128°40'

Tay =—64 kN /cm?

Esquematicamente:

|
g
\
=

G433

154233

Fig. 19 - Tensdes maximas de cisalhamento.

7. Representacao Grafica do Estado Plano de Tensdes Circulo de
Mohr.

Neste item serdo reexaminadas as equagdes de oy € 7Tyy a fim de interpreta-las
graficamente. Os objetivos bdsicos s@o dois: primeiro, com a interpretacdo grafica dessas

20



equacdes serd atingido uma melhor compreensdo do problema geral da transformagio de
tensdo; segundo, com a ajuda da construgdo grifica, é possivel obter, freqiientemente, uma
solu¢d@o mais rapida para os problemas de transformagéo de tens@o.

Do mesmo modo, sua andlise do estado simples de tensao, as equagoes:

— Oy+0 _
I S I o DR, Y I

x=— 3 xy sen2d

- (O'x_o'y)

Txy =———F——sen26+7,, cos2f

Xy

representam a equagdo de um "circulo" (circunferéncia) na forma paramétrica em termos de 0,
num sistema (G, 1).

Dai:

O,+0 (ox—0y)
o-— =" cos 26 + 7, sen 26

-0
Txy =———5——sen20 +7,, cos20

Elevando-se ao quadrado e somando-se as equagdes acima tem-se:

2
— Oxt+0O — 2 2 2
(O‘x— 5 yj +(Tay) =(0, —0y) +T

Portanto:

-~ "o w. [ OxtOy
Posicao do centro do "circulo": 3 , 0

. P (0x—0y) 2 2 2
Raio do circulo ao quadrado: — +7%xy =R

Temos num sistema de eixos (G, T) a representam grafica, através do circulo de Mohr,
das tensdes normais e tangenciais num plano genérico 0.
Esquematicamente:

21



Tmax

Fig. 20 - Representacdo do circulo de Mohr

Assim, para um circulo de Mohr com base nas advindas pela figura acima, parte (a),
temos:

- O centro esta totalizado em [(o + 6)/2,0] € raio igual a r calculado.
- O ponto T do circulo corresponde as tensdes na face direita do elemento dado,

quando 6 = 0°. Para esse ponto 0x =0y € Txy =7y, .Da figura (b) no tridngulo TCJ temos

que % =7y /[(0y —0y)/2], portanto, o angulo TCJ ¢ igual a 20,

- Com 6 = 90° X passa a direcionar-se na vertical e y aponta para esquerda. Com

estas coordenadas 6Xx = Gy e TXy = - TXy, temos o ponto B do circulo

As coordenadas T e B satisfazem a equacdo do circulo.

O mesmo procedimento pode ser feito para outros pontos correspondentes e outras
tensdes. Dessa forma, podem ser realizados importantes conclusdes, enumeradas a seguir, do
circulo de mohr, relativas ao estado plano de tensdes em um ponto:

- A maior tensdo normal possivel € 6 ; a menor é G, ambas para 6 = 0° e com a
tensdo tangencial igual a zero.

- A maior tensdo de cisalhamento T.,,x € numericamente igual ao raio do circulo (o -
Gz) /2

- Se 6; = G, o circulo de Mohr passa a um ponto, € ndo se desenvolve tensdes
tangenciais.

- Se 6x+ 6y = 0 o centro do circulo de Mohr coincide com a origem de coordenadas ¢
- 2, e existe um estado de cisalhamento puro

- A soma de tensdo normais em quaisquer dos planos mutualmente normais é
invariante, isto é,

Gy +Gy = G01+0Gy =Gy +Gy = constante INVARIANTE DE TENSAO)

22



8. Construcao do circulo de Mohr para o estado plano de tensoes

Regras Priticas, conceito de polo e determinagdo de cédlculo de tensdes em um plano
genérico.
Seja o seguinte estado plano de tensao:

Vo

Fig. 21 - Estado de tensdo
Para tragar o circulo de Mohr, via regra pratica, considera-se os seguintes itens:
1 - Estabelecer um sistema de coordenadas do tipo:

G - eixo horizontal
T - eixo vertical sem circulacdo

2 - Colocar no sistema de eixo o, T os pontos Tx e Ty cujas coordenadas sdo os valores (O,
1), (oy, T) da seguinte maneira:

a) Percorrendo-se o elemento no sentido de T encontraremos o primeiro par (Gy , Txy) €
marca-se a abcissa de 6x de acordo com o seu sinal (¢ > 0 — tragdo, 6 < 0 — compressio). A
ordenada T, deve ser alocada para cima ou para baixo conforme orientagdo no elemento.
Temos entdo Tx

b) Pecorrendo-se o elemento no sentido de giro de T vamos encontrar outro par. (Gy,
Txy) Ou seja o ponto Ty. Aloca-se 6y de acordo com seu sinal e Ty serd alocado em posi¢do
oposta a T,y do ponto Tx em relacdo ao eixo G.

3. Com Tx e Ty acham-se o centro da circunferéncia e a desenha.

Esquematicamente:
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Ty STyl

T (ST wyl

Fig. 22 - Circulo de Mohr

4. Posi¢éo do Polo

Polo é um ponto P do circulo de Mohr, que se por este ponto se tragar uma reta
paralela a direcdo de um plano qualquer no elemento em questdo, onde se deseja saber as
tensOes atuantes. Esta reta cortard o circulo num ponto, que representa G, T atuantes naquele
referido plano. A localizacdo de P € simétrica a Tx ou Ty, se este ou aquele for o primeiro par.

Regra Prética

Escolhe-se um eixo ¢ paralelo a uma das bordas do elemento e percorre-se, no sentido
do eixo deste eixo, o desenho do elemento. O primeiro T encontrado indica a ordenada 7T a ser
colocada para se obter T, o polo P estd em posi¢do oposto.
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.
————= eix0T- zem=inal
determinado

eb<o T- semsinal
determinada

A

diregdes principais
=
p " Py T
WL
- 3
Y
b
i
T
B
| 0
iy
4
I
X
W X
Y
2,
(o)
direcfes principais
=R
- 5,
i Y
T Y
Y
oy . T (;, g
\}

T

Fig. 23 - Exemplo: Determinacdo das P e das dire¢des principais.

No esquema precedente pode-se determinar as dire¢des principais através do ponto P.

Uma explicagdo geométrica desta teoria se baseia no seguinte desenho.

posicio de um plano o

Q.
SLPIULEY
PRI i
. \ JI o
E] w3

R

Oy

A

T, T
RO N
IQ\GQ i e TR .5
T, ,ff direcdes principais
/
Hong o, /‘
\"\\ /
T 4

Fig. 24 - Dire¢des principais
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5. Pode-se colocar os elementos importantes do estado plano da tensdo no desenho construido,
ficando entdo.

(o4 5)2 (o~ )2

G

Fig. 25 - Elementos importantes no circulo de Mohr

Obs: Consideragdes a respeito do Polo

Adota-se T sem sinal ou sentido. Para 65 < 0 (compressdo) pode-se adotar um eixo G
com um determinado sentido.
G/ﬁ

T SEE

O

O — = (o,

=
Oy

Fig. 26 - Orientacdo de eixos
Coloca-se o ponto Tx(-Gx; T) seguindo a orientag¢do do T desta face(1). Coloca-se entdo

o Polo P em posicdo simétrica com relagdo ao eixo 6. A seguir coloca-se o ponto Ty de tal
maneira que a distancia Tx - Ty seja o didmetro do circulo.
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Traga-se o circulo. Por P traca-se retas até os pontos de interse¢do com do circulo com
o eixo ¢. Nestes pontos tem-se G; G, e os planos das dire¢des principais.

T

T

O, G

Fig. 27 - Posicao do polo. Face (1).

O angulo o, € tirado no sentido anti-hordrio da vertical por ¢1 até a reta P-c1.
As tensdes G e G2 sa0 normais a estas respectivas retas.

Face 2
O eixo o tem sentido de o, <0

87 I
i .

T o= T R

Tz <= O Ak 5
2
@
—— T T}(

Fig. 28 - Posicdo do polo. Face (2).

Face 3
6 tem sentido para cima pois ¢y >0 (tragdo)
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Tx

G

Fig. 29 - Posicao do Polo. Face (3).
Face 4

o tem sentido para baixo pois 6y > 0 (tracdo)

Ao,

T

T~_.|.-' p
Oy

)
Fig. 30 - Posi¢do do polo. Face (4)

Notar que qualquer sentido de entrada para se desenhar o circulo de Mohr (qualquer
face) nas direcdes das retas P-61 e P-62 sdo sempre paralelas.
Para o elemento de chapa tem-se, desse modo, o seguinte desenho:

G

‘\ G,
Yo

5'7
\

Gy

S

Fig. 31 - Conclusao final.
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Sob esta ética, basta escolher um sentido de entrada no elemento, geralmente aquele
em que se conhece as tensdes normal e tangencial, e desenha-se o circulo de Mohr.

9. Exercicio n2 2

Considerando-se os seguintes estados planos de tensao.

v’ P 1
—= 0,6 —— 03 X
0,5
— \J A [ -c_,LO’S 1’6%* J B r /rl’ﬁ
0.6 —— 0,3 ———
/P KN/fcm? \p KN/cm?
1,0 0,8

Fig. 32 - Estados de tensdo
Determinar as tensdes principais e os planos que elas atuam.

Solugido: a) utilizando-se as expressdes do estado plano de tensoes:

o] - _6X+Gy Gx—Gy 2 2
GZ{GX— I\ Ty

Para o estado A

o = 0’5_1’0i\/(0’5+1’0)2+0,62 071 )
2 2 2 1,21 (kN/cm?)
_2.06 261=38°,65 D ae
tg 291 = 05+10 = 0,8 = m e 0 1 =19 ,32
l l
ox= o1 ox = 02

Para o estado B

2
o1 —16+08 4 \/ (-16-0,8)2 4032 083 kN/em
o2 2 2 1,63 kN/cm?
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2 x03 .
g 261 = 555 = 0,25 = 26, = 14°,03

6= 7°01  64"= 83°

O x=02 O x=01

b) Utilizando-se o Circulo de Mohr

* Para o Estado A

0,5
— J A [ /ro’s
0,6 ——
/P KN/cm?
1,0

° o, {@/\K 532

diregdo onde
atua o,

Fig. 33 - Tensodes no Estado A

Obs: Para saber se 0; indica o plano de atuacdo de ©; ou G, , basta substituir em Gy e

comparar se Ox = 0] ou Oy = 69 Pelo circulo de Mohr o resultado € imediato.

30



X
1,6
— \l B r elﬁ
03 —
Q/ KN/cm?
0,8
T
Hﬁm
& G f
c S %-pg._
S J

L 160 080 |
1 7

Fig. 34 - Tensdes no Estado B.

Exercicion® 3

Nos cortes indicados ocorrem as seguintes tensdes normais

O'/=10 /(N/CI'I"I2 O'//=O O'///=—10 /(N/CI'I"I2

Calcular:

a) tensdo tangencial no corte 11
b) os angulos que os cortes principais formam com o corte |

31



30 y

_ M

Fig. 35 - Planos de cortes

Solucdo: Para se determinar as tensdes normais e tangenciais em qualquer plano que
passe por um ponto, utiliza-se no caso plano das tensoes, as expressoes:

Oy+0 (ox—0y)
=2 Vo TV 0520+ 7

Ox=—7% 3 xy sen 260

- (ox—0vy)
Txy z—%sen20+z'xy cos 20

Analisando-se os dados do problema e aplicando-se as expressdes tem-se:

Fig. 36 - Corte Il
Do corte II tem-se:

(10+0y) (10-0y) o o
Oy =0=—F5"—+—5"—cos60" +7,, sen60

_ (10+cy) n (10-cy) 1
2 2 2 Xy

0 i ()
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Do corte III tem-se

a
¥

|
oy
e a0 _ .10
/ TIII
10 1

Fig. 37 - Corte III

(10+0'y) N (IO—O'y)
2 2

o =-10- cos120 + 7, sen120°

(10+o0y) (10-0vy) (-1
o =—10-—2+ —2 (—2)+rxy\/g (2

De (1) e (2) tem-se

V3

oy=-10 kN/cm* e T, =-107= kN/em?

Temos o estado de tensdo representado por:

1,0

v YI
X
10
- w A L %10

10133

P

1,0

»

Fig. 38 - Estado de tensao

Aplicando-se a expressdo de Ty, = T|| tem-se:
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= —(H2:20)sen 60° 10 cos 60" = 7 =—11,5 kN /cm?

e as dire¢des dos cortes principais:

10+10

ou:
6 =-105°
0" =75°
10
101373 ;l o
‘IDhJ 3[|**JI 10
S QOFE /. direcéo
T f4° ~  principal
10 /
|
direcao
principal

Fig. 39 - Direg¢des principais.
Portanto:
01 = D.P = 15° ou 611-OP = 105° (611 - DP = 45° ou 0611 - DP = 75°)
Sdo os angulos do corte I com as dire¢des principais
Obs. Utilizando o circulo de Mohr

Resolve-se facilmente para qualquer corte na regido estudada
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10
10V3/3 ;l X
‘IUH1 \9\.\0 10
3101373
= ©
T \
10 N
Il
T

Fig. 40 - Circulo de Mohr
Exercicio n® 4
Para a viga da figura, determinar as tensdes principais nos pontos 1 e 2 indicando os

planos onde elas atuam.
Estes pontos estdo na secdo transversal do apoio B.
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1 tffm = 10KN/m = 01KN/cm

£ AN

A B
200cm S0cm

10 20
|
|
H
5

L
| 1

10 10 10

Fig. 41 - Estrutura analisada

Solucdo: A obtencdo das tensdes (normal e tangencial) nos pontos 1 e 2 da se¢do transversal
do apoio B, exige a determinacdo do momento fletor e da forga cortante nessa se¢do obtidos a
seguir:

A £y

——

A R B

Fig. 42 - Equilibrio de forcas

YM,=0=Rp x 200-01 x B0=0

Rp =15,625 kN

ZFy:O:>RA +RB :O,l x 250

R, =25-15,625= R4 =9.375 kN

Caracteristicas geométricas da secdo transversal
Momento de Inércia e momento estatico

10x20?

I, =300 4 30x10x6% + +10x20x9% =36.167 cm*

z

S] = 0
S, = 110x15x11,5 = 1725 cm?®
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FiEfs = 500
[ 29 FIE =31.24

M (K o)
9.3[5 5
WK
10.625
Fig. 43 - Diagramas M e V.
z .
o y @
N —
2
___.___
#
| Lbm
| |
= | | =
. | Y
= l .1 l -
, 10 10 10

Fig. 44 - Secdo transversal.
Célculo das Tensoes

Ponto 1

)=E=2=0

o(l) =2 Y, =124 =0,038 kN/cm’

A tensdo o(1) serd negativo porque o ponto 1 estd abaixo da linha neutra, regido da
secdo em que MB causard compressdo (ver diagrama de momento fletor)

o, __ 0038 4 (—0,038)2 40 = 61=0
0, > 2 67=-0,038 kN/cm?

Estado de Tensao
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Cx = — Ox=0.038 KN/cm?
Fig. 45 - Estado de tensao.
Ponto 2
9] T
®
-2 0.0138 .050
“‘I .CG i

Fig. 46 - Estado de tensdo

—ay_ VBMS2 _ —10.625x1725 _ _ 2
7(2)= b1, T 10x36167 0,050 kN /cm

— oMby 154 2
72)= I _36167_0’0138 kN | cm

O estado de tensdes em torno do ponto 2 pode ser representado por um elemento de
drea como se mostra na figura e respeitados as convencdes de sinais para esforgos solicitantes
e tensOes, resultam os sentidos indicados.

V=-10.625 KN
i rm(z)

T
J . = 0(2)

Fig. 47 - Estado de tensao.

Estado de Tensdo no ponto 2
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0.050 ——

0.0138
138 2 . 0.0138

—0.050

Fig. 48 - Estado de tensdo.

01}:0,02138J_r\/(0,0138)2+(0,050)2 6,=0.057 kN/cm?
o, 2

0, =-0,0435 KN/em?

Obs.: 1,,>0 ¢ V <0, isto ocorre devido a convengdo de sinais adotado para tensdo tangencial
e forga cortante

Circulo de Mohr

Ponto 1: ndo € necessdrio determinar as dire¢des principais, visto que, T(1) e 6, =0

Ponto 2:
_ 2%y 2x0,050 _
18201 = 5 5, = ooz 24
6, = 41°,07
T
) |
G,=0.043 \01 =0.0507 02\

di

= FJ G/O\ér -

- T7=(0.0138,0.050) ©:

Fig. 49 - Circulo de Mohr

10. Estado triplo ou geral ou triaxial de tensoées

Diz-se que um elemento estd em estado de tensdes triaxial quando se encontra sujeito
a tensoes Ox , Oy, € 0.

A figura a seguir mostra um elemento dx, dy, dz retirado de um s6lido solicitado a este
estado de tensdo.
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Fazendo abstragdo das forgcas volumétricas e das diferenciais de tensdo, o equilibrio
permite concluir que os respectivos vetores de tensdo, em cada uma das seis faces do
elemento, serdo iguais em valor e de sentido oposto. (Equilibrio de forgas).

Fig. 50 Estado triplo de tensdes.

A notacdo usada € a mesma do caso plano de tensdes.

O equilibrio do elemento é expresso por 6 equagdes

J4 utilizamos 3 condic¢des ao adotarmos valores iguais em faces opostas. Ainda restam
as trés condi¢des de nulidade de momentos aplicados ao elemento. Assim:

Txydy dz dx=1y,dx dz dy

e analogamente para Ty , T, € Ty, , T,y tem-se que:

Ty; =T, = TEOREMA DE CAUCHY

Este teorema de igualdade reciproca das tensdes tangenciais, ou Teorema de Cauchy
reduz o n° de pardmetro que determinam o estado triplo de tensdo a 6:

GXs Gy9 GZs TXysTXZeTyZ
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4 N “‘*-f—/

WH ‘

i

1 —,-—-"Ew\llgz 2

Fig. 51 - Equilibrio de tensoes

A prova da suficiéncia destes seis pardmetros serd vista a seguir.

Direcdes Principais

Sendo conhecidos os seis componentes de tensdo de um elemento orientado segundo

0s €ixos X,y e z procuramos o vetor de tensdo numa face obliqua. Para isto, estudaremos o
equilibrio do elemento tetraédico da figura. A direcdo da face obliqua é dada mediante um

-

vetor unitdrio C(Cx,Cy,Cz)com dire¢do normal ao plano; os cosenos diretores do plano

seguem a:

Cxl+0y? +c7% =1

chamando-se de dA a 4rea da face obliqua do elemento, as outras faces terdo dreas CxdA,
CydA e CzdA. No tetraedo vemos estas representacdes bem como das tensoes.

z

Fig. 52 - Tensdes no tetraedro



Assim tem-se:
%
* t = tensdo total no plano obliquo

e T

t(tx,tytz)ens+ty’ +1z°

* No plano obliquo: t? =02 +7?

Vamos agora determinar os componentes tx,ty e tz fazendo-se o equilibrio de for¢as no
elemento:

* Equilibrio em x = 1xdA = 0 ,CxdA+7,CydA+17,,CzdA

x=0,Cy +7,,Cy+7,Cz

* Analogamente paray e z:
Yy =1y =Ty Cx+ 6y Cy +14,Cz
z=1z2=1,,Cx+1y,Cy+0,Cz

%
O fato do vetor t possa ser calculado por tx, ty e tz mostra a suficiéncia dos
pardmetros Gy, Gy, 07, Txy . Tz, Ty, pararepresentagdo do estado triplo de tensdo.

Procuraremos agora um plano onde nio hé tensdes de cisalhamento. A tensdo normal
referente a direcdo principal serd chamada de o, ou seja 61, 62 e 63 no estado triplo. O vetor

%
tensdo principal terd o valor G e a sua dire¢o coincidird com a do vetor C (normal ou plano)
e suas componentes serdo Cxc, Cyc e Czc. Assim:

X = oCcx
ty = ocy
fz = ocz
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¥
Fig. 53 - Tens@o principal

Iy =Cy0, +CyTy +C, Ty
fazendo-se: <, =C,7,, +C,0, +C,7,,
1, =CyTy; +Cy7y, +C 0,
oC, =C,0, +C1,, +C,7,,
igual ao valor anterior tem-se: ¢ 6C,=C,1,, +C 0, +C,T,, (*)
oC, =C;1,,+C1,, +C,0,

ou:

Cyloy—0)+Cy7y +7,C, =0

erxy + (O'y —O')Cy + TZyCZ =0
Cyty, +7,,Cy+(0, -0)C, =0

trés homogéneas em equagdes. Portanto: (Cx, Cy, Cz)
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A resolucdo dd uma equagdo do 3° grau em G do tipo:
O'3 —110'2 +120'—I3 =0

com: 61 > 62 > 63 ; 61, 62, 63 raizes. Sdo os autovalores que associados com versores
resultam em atuto-vetores, indicando o mddulo e o sentido das tensdes principais (Planos
principais). Os termos I; , I, Is sdo chamados de invariantes de tensdo e valem:

Iy =0,+0,+0o¢

_ 2 2 2
[)=0,0,+0,0,+0,0,~T xy—T xz =T )

Oy Tyx Ty
Iy=deti 7y, 0, T,
Txz Tyz Oy

Representacdo grafica - Circulo de Mohr

Uma vez provada a existéncia de c1, 62 e 63, ndo se procurard determind-las a partir
das 6 componentes de tensdo. Esta procura é complicada e de pouco interesse pratico.
Admitir-se-4 dado um estado de tensdo mediante suas tensdes principais e procurar-se-d a

%
representagdo grafica do vetor t (o, t) encontrado num plano de dire¢do genérica. Supor-se-a:

012 62> 62|
%

G, como ja visto, é a componente de Tt perpendicular ao plano de atuacdo e T a
componente tangencial no referido plano, por exemplo, no plano yz:

_ 2 2
T=4 Ty + 75

Nas direcdes principais colocamos os eixos coordenados X; , X, , X3 com origem no
ponto no qual se estudam as tensdes. A direcdo do plano genérico serd determinada mediante

%
o vetor unitdrio C(Cy,C,,C3)com diregdo perpendicular ao plano.

Os angulos diretores serdo C;, C, , C3 , sendo C; = cosay C; = cosap e C3 = cosdis ,
com

Ct+C3+C3=1

Para obter as componentes do vetos de tensdo basta substituir em (*), 6x = 61; Gy = O;
o, = 03 e suprimir as parcelas que contém tensdes de cisalhamento, nulas nos planos
coordenados dos eixos X; , X5, X3

1 =C o
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1p=Cy 0y

13=C3 03

A tensdo normal pode ser obtida proptando os componentes t; , t , € t3 na direcdo de

- -

%
C obtendo: (t=1.C)

o =0 012+O'2 C%+O'3 032

%
O médulo de t € dado por:

S 5 -
tl=t.t=t?=c+1> =t} +13+13

ou:
1% = 0'12C12 +0'%C22 +0'32C32

Desenvolvendo o sistema formado pelas expressoes incognitas C 12 ,C 22 ,C 32 resulta:

C2 _ t2+(0—02)(c—c3)
17 (0)-0,)(6,-03)

C2 — t2+(6—63)(6—61)
2 (62_63)(62_61)

C2 _ t2+(0—01)(c—02)
37 (63_61)(63_62)

sendo:
01269 203
Como C 12 ¢ positivo e o denominador da 1* equacdo também o €, resulta em:
72 +(0c-0,)(0-03)20

que pode ser escrita como:
09 +0°
72 +(o- %) 2>

(02-03)

Esta expressao, é a equagao resultante de um circulo de raio 3

no plano (o, 7).
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r=9:0

Gs Ga

Fig. 54 - Circulo de Mohr

Portanto, a desigualdade implica que os pontos (G, T) estdo situados fora desse circulo.
Como C 22 ¢ positivo e o denominador da segunda equag@o é negativo, o numerador

também dever4 ser negativo, assim:

(o1+03)2
2

,2-2 +(o- 0'1-50'3)2 <

GS GQ (@)

Fig. 55 - Circulo de Mohr

levando a pontos (G, T) dentro do circulo.

Analogamente para a 3* equacdo ter-se-a:

2
2+ (G- 0'1450'2)2 > (01202)

Fig. 56 - Circulo de Mohr
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resultando pontos (G, ) fora do circulo.

Fazendo-se a superposicdo pode-se afirmar que os pontos T(c, 1) possiveis, referentes
a todos os planos genéricos estao situados na regido hachurada da figura abaixo:
T

e

T —————— *Z————_:?]T(E?G)
|
|
|
|

O3 \YGQ Gy o

Fig. 57 - Circulo de Mohr

Pode-se obter o ponto T graficamente utilizando os angulos diretores ol e 3.
T

Fig. 58 - Circulo de Mohr. Construcao

Apresenta-se a seguir alguns casos particulares de estado triplo:
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[}
GZ=GS =O 61 03 61 =GQ =O
TRACAO SIMPLES T COMPRESSAO SIMPLES
]
c,=—06,=0 c,=0 G,
CISALHAMENTO PURO

Fig. 59 - Circulo de Mohr. Casos particulares.

Observacoes no caso geral da solicitacdo por tensdes:

9)

a) Seria sempre necessdrio considerar (a ndo ser em casos particulares freqilientes) os trés
circulos, pois o estudo da variacdo de tensdes em um dos trés planos pode ndo exibir as

tensoes extremas.

b) A maioria dos casos de estruturas correntes estardo considerados em normas técnicas, com

indicacdes razodveis sobre os procedimentos a adotar.

Conforme foi mencionado em a) hd casos particulares freqiientes em que basta o

estudo de tensdes em um dos planos principais.

E o caso das vigas (ndo vigas parede!). Nelas a solicitacio tipica sera do tipo:

T

G G G, jo
X <—ﬂ L—,\» .

— T

Fig. 60 - Tensdes em vigas
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E ficil de ver que mesmo se nos preocupdssemos com o estado triplo o outro valor de
tensdo principal 63 (abandonando a convengdo ©; = G, = ©3) seria nulo e os dois circulos
restantes seriam internos.

Entdo, em casos como este, o estudo das tensdes do plano de 6, , G, ja fornece tensdes
extremas (em moédulo), tanto ¢ quanto 7.

Para certas finalidades, como no caso do dimensionamento ou verificagdes, usando
CRITERIOS DE RESISTENCIA, esse fato também serd levado em conta, embora pudesse
passar desapercebido.

O exercicio seguinte pretende mostrar os detalhes de como seria a procura de G , G2,
03 , a partir do conhecimento de Gy, Gy , assim como mostrar outra maneira de rever o que foi
feito no chamado "estado duplo” ou "plano de tensdes".

11. Exercicio n2 5.

Seja um prisma de dimensdes a, a e 2a. Solicitando-se este prisma por sapatas
conforme a figura (desprezando-se o atrito), determinar a maxima tensdo de cisalhamento
atuante.

Fig. 61 - Forcas no elemento

Solugido: a) Esfor¢os no prisma

2 1 N6 1
N12
F(KN) N, & 457
F
No 2 N
F(KN) 12
N26
3 4 st

Fig. 62 - Equilibrio de forgas
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ZFx =0 le =—N15 COS4-5O

> Fy,=0= Nj5=-F/cos45°

N12 :F
N15 :—F\/E
N6 2:
S F, =0= Nog =——12_=_F2
cos45°
sz :0:>N23 :N26 COS4-5O =F
Por simetria :
N37 =Nys =—F+2
N3y =Np =F
Nyg = Nag =—F~2
Esquematicamente:

Figura 63 — Forcas em equilibrio

Este elemento fica sujeito a um estado triplo de tensdes. Seria errado supor um estado

plano do tipo:

o] =

F2
202

(ESTADO TRIPLO = EST. DUPLO)

No circulo de Mohr seria:

20'2

FAl2

a

2

2
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T=FNN 2 —— — — — — =TT

G, G, G,
Fig. 64 - Circulo de Mohr

Exercicio n® 6

Determinar as diregdes e as tensdes principais no ponto P submetido a:

o, =10 MPa Ty =10 MPa
oy =20 MPa Ty, =
o,=0 T =

z
X y
10 20

Fig. 65 - Tensdes no ponto
a) Determinacdo das tensdes principais

Vé-se que neste caso, z ¢ uma das dire¢des principais

Gx —C  Tyy 0
Ty Gy -G 0[=0 (A)
0 0 -0

6y —0C T
X X )
i =0.1"raizo=03=0

Calculo das 2 raizes:
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(o, —0')(0'y —0')—zxy2 =0

2

2 _
0y =0y(0,+0,)+0,0, -7 xy =0

1 _oxtoy | (ox;oy)2+z_2xy

Numericamente:

01 =15+~/25+100 =15+11,18 =26,18 MPa

0y =15-+425+100 =15-11,18 =3,82 MPa

03 = 0
b) Célculo das direcdes principais
bl) Com 6 =63 =0 em (A):
Oy=0 Ty 0 C,
Ty oy,-0 0 Cy =0 (B)
0 0 -o| |C,
e observando que:
Gx —C  Tyy 0 Gx Txy O
) A=| 1y oy-oc 0 |=|ty oy 0(=0
0 0 -0 0 0O O

entdo existe solucdo nao trivial.

IT) Na realidade (B) é formado por 2 sistemas homogéneos:
Gy—-6 T C
X Xy x\_g B1)
Ty Oy—0| |Cy

-0C, =0 (B2)



mas (B2) se resume em 0 = 0 (6 = 63 = 0) e néo serve para determinar cz.
Substituindo em (B1) os valores numéricos:

portanto, Cx = Cy =0 ou ax =+ 90° e oty = + 90°

isto, com a informagdo Cx* + Cy*+ Cz” = 1, fornece Cz = * oz = 0 ou 0z = * 180°
Entdo, como esperado, a dire¢do z associada a 6 =0 € a do eixo z.

b2) com 6 =6 = 26,18 Mpa em (B)

-16,18 10 0 C,
10 -6,18 0 Cy = (0 Desenvolvendo: 99,99 - 100 =0
0 0 -26,18] (C,

A =0 ..hd solug@o na trivial.

Desmembrando o sistema acima em 2 independentes:

~1618 10 ] [C,
=0 (B3)
10 -618] |C,

e-26,18cz=0 ...cz=0ou oz =% 90° ...a normal ao plano onde atua G1 estd no plano (xy).

Em (B3) A =0, mas obedecendo ex® + cy2 +czi=1 (B4)
Vem com (B4) e (B3):

De (B4): Cy = 11— Cx2
na 1* de (B3). —16,18Cx+10 Cy=0=>—16,18 Cx+10V1-C2%x =0
16,18 Cx=+10v1—-Cx?2

261,79 Cx* =+100(1—Cx?)

Crot [100 _ 4 5p6) @ =7 3826
361,75 o =+121,74°

Para decidir sobre sinais verifique-se que em (B3) sé servem valores de Cx e Cy de
mesmo sinal.
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Basta conhecer aquele de ax para definir a direcdo associada a (j& que, com o
resultado anterior, 61 e 62 estardo no plano xy)

y

=§1.74° -
%4 o 121740

I

31.7

58.26°

=121.74°
“y(+)

=148.26°

R I E

.

y(-)

a . .=121.74° =58 26
58.26° xC) “x¢)

121.74° direciio de G4

58.26°
X

Fig. 66 - Angulos ;.
A direcdo de G5, neste caso particular, ndo precisa ser determinada com a consideracio

de 6 =62 = 3,82 em (B) pois, j4 se sabe que G, atua no plano xy e sua direcdo € perpendicular
ade o
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G G, G,
Fig. 67 - Circulo de Mohr

Confirmando com célculo prético e mais usual no que se refere a varacio das tensdes
no plano xy.

1920 = 2_)6113) =2.0=-3172

Este é o angulo entre a direcdo de uma das tensdes principais e a direcdo do plano de
ox (ou a dire¢do do eixo y). Com:

o =0x cos20—21xy sen@ cos@+sen” @

Temos:
0 =10 cos?(=31,72) —2x10 sen(=31,72)+20 sen?(=31,72) =0 = 62 =3,82 MPa

y y

G
cy:20
T 31.7
=110
\% r_ﬁ(:m 58.26
X X

Fig. 68 - Tensdes principais

12. Aplicacao do Estudo de Tensoes em Vigas

Examinaremos elementos de uma secfo transversal de uma viga sob flexdo estatica.
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P

WA

21
411
51
C T
G - + +
¢) 1 O G 5 % fo
Q a (M/).y
Gy
\ .
- o
X q L % =
— 2 <
G 7 1#0
\ o+ 0
— T G
\
(87,
T e 45°
| | e
— Gy
Fig. 69 - Tensdes na viga
Observacao:

Na parte superior tem-se o elemento 1 com apenas oy atuante. Os elementos 2 e 4

acham-se sob G e 7. No elemento 3 na LN age apenas T, valendo Tp,x
Ao acharmos as tensdes principais, para cada estado plano de tensdo interiores da
peca, teremos tensdes de compressdo e de tracdo este estudo torna-se importante em certos
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materiais frageis a tragdo, como o concreto, podendo ocorrer fissuras a 45°. Neste caso sdo
colocadas barras de aco inclinadas a 45°.

Para elucidar mais o assunto, pode-se representar a variacdo das direcdes das tensdes
principais, na viga, por exemplo, sujeita a uma carga distribuida. As linhas cheias da figura
sdo direcdes de tracdo e as pontilhadas, as compressdo. Estas linhas sdo chamadas de
ISOSTATICAS ou CURVAS DE TRAJETORIA DE TENSOES.

Estas curvas representam as direcdes de tensdes em cada ponto da viga, ou seja, um
conjunto de curvas que indicam as tangentes em cada ponto e sua mudanca de direcdo.

FISSURAS DE TRACAO 7

Fig. 70 - Curvas Isostéticas

Nota-se as tensdes principais em dire¢des perpendiculares (90°). Na linha neutra ¢ = 0
e as linhas que cortam a LN estdo a 45° da horizontal, representam Tn,x ou "cisalhamento
puro".

Outra observacdo importante para tensdes em viga e que a tensdo Gy vale
aproximadamente zero. Se utilizarmos a teoria da Elasticidade, chegarifamos a seguinte

—y3 3
oy = (% + C2y + 2%} ,sendo C = % , que podemos considerd-lo oy = 0 para vigas

WA

) L.

Gx

@t

X

i

Fig. 71 - Tensdo oy.

13 - Bibliografia

FEODOSIEV, V. I. Resistencia de Materiales. Moscou: Editora Mir, 1980, 583p.

57



POPOV, E.G. Introdugéo a Mecénica dos Sélidos. Sao Paulo: Editora Edgard Blucher
Ltda, 1978. 534p.

SCHIEL, F. Introducdo a Resisténcia dos Materiais. Sdo Paulo: Harpet & Row do
Brasil, 1984. 395p.

58



